
SERIE S SESSION JUIN 2005 France
METROPOLITAINE

Exercice 4 (Enonće)

Commun à tous les candidats

Partie A

Soitf la fonction définie surR par

f(x) =
3ex/4

2 + ex/4

1. Démontrer quef(x) =
3

1 + 2 e−x/4
.

2. Etudier les limites de la fonctionf en+∞ et−∞.

3. Etudier les variations de la fonctionf .

Partie B

1. On a étudié en laboratoire l’évolution d’une population de petits rongeurs. La
taille de la population, au tempst, est notéeg(t). On définit ainsi une fonctiong
de l’intervalle[0; +∞[ dansR. La variable réellet désigne le temps, exprimé en
années. L’unité choisie pourg(t) est la centaine d’individus. Le mod`ele utilisé
pour décrire cette évolution consiste à prendre pourg une solution, sur l’inter-
valle [0; +∞[, de l’équation différentielle

(E1) : y′ =
y

4

(a) Résoudre l’équation différentielle (E1).

(b) Déterminer l’expression deg(t) lorsque, à la datet = 0, la population com-
prend100 rongeurs, c’est à direg(0) = 1.

(c) Après combien d’ann´ees la population d´epassera-t-elle300 rongeurs pour
la première fois ?

2. En réalité, dans un secteur observ´e d’une région donn´ee, un prédateur empˆeche
une telle croissance en tuant une certaine quantit´e de rongeurs. On noteu(t) le
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nombre des rongeurs vivant au tempst (exprimé en ann´ees) dans cette r´egion, et
on admet que la fonctionu, ainsi définie, satisfait aux conditions :

(E2) :





u′(t) =
u(t)
4

−
[u(t)]2

12
pour tout nombre réelt positif ou nul,

u(0) = 1

où u′ désigne la fonction dérivée de la fonctionu.

(a) On suppose que, pour tout r´eel positif t, on au(t) > 0. On considère,

sur l’intervalle [0; +∞[, la fonctionh définie parh =
1
u

. Démontrer que

la fonctionu satisfait aux conditions (E2) si et seulement si la fonctionh
satisfait aux conditions

(E3) :





h′(t) = −
1
4

h(t) +
1
12

pour tout nombre réelt positif ou nul,

h(0) = 1

où h′ désigne la fonction d´erivée de la fonctionh.

(b) Donner les solutions de l’équation différentielley′ = −
1
4

y +
1
12

et en

déduire l’expression de la fonctionh, puis celle de la fonctionu.

(c) Dans ce mod`ele, comment se comporte la taille de la population étudi´ee
lorsquet tend vers+∞ ?
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